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Por otra parte

sustituyendo:

jl' j(z —4f -4 )dt:r(z)—r()=(§—4t}?—4(§—2t}1€
de donde se obtiene

F(t) = (—3—4t+%}+( 21 +8t—6y(

t

1

2.- D

3.- C Calculemos el valor de la velocidad al final del plano. Si elegimos el origen de
energia potencial en la base del plano, la energia potencial gravitatoria se habra
convertido en energia cinética, y por lo tanto

mgh = %mv2 = v=,2gh

por otra parte la velocidad que lleva el cuerpo cuando ha recorrido la mitad del
camino la podemos calcular haciendo el siguiente balance de energia: parte de la
energia potencial gravitatoria a una altura h se habra convertido en energia cinética:

mgh = mg%+%mvi =V, =./gh
por lo tanto:

v:\/ivm.

4.- A . El tiro vertical es un-movimiento uniformemente acelerado. Si se toma el criterio
de signos positivo hacia arriba, entonces la velocidad inicial tendra valor +vp y la
aceleracion serd —g. Con lo que las ecuaciones quedan como:

1
v=v,—gl | e=¢e, +v0.t—E.g.t2

5.- B El vector de posicion inicial T,como se observa

en el dibujo, va desde el origen O del sistema de
coordenadas OXY hasta la posicion que ocupa el
movil en el instante inicial t=0.

El vector desplazamientoArva desde la
posicion inicial hasta la posicion final del movil.

El trozo de trayectoria recorrido As puede
coincidir con el vector desplazamiento A7, si la
trayectoria es recta y ademas no hay un cambio de
sentido en la misma (que el mdvil vaya hacia
delante y después hacia atras).
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6.- B De la definicion de aceleracion como derivada se obtiene la siguiente integral:

t v t
a:? = a.dt=J.dv S v=v, +J2.t.dt=v0 +1°
t 0 v 0
en ella los limites concuerdan: en un tiempo inicial 0 la velocidad es v, y
en tiempo t la velocidad es v.
De la definicion de velocidad como derivada de la posicién se obtiene:

o

dy t ¥y t ) t3
v=—" & |vdt=|dy & y=-1+|lv +t°)dt =-1+v .t +—
7 ! fl y &y l( ,+) At
los limites son aqui y=-1 para un tiempo 0 y en un tiempo t la posicion es
y.
Si en el instante t=1s la posicion es y=1 y sustituimos esto en la ecuacion
anterior se puede encontrar la velocidad inicial:
1° 1 5
1=-1++v, 1+— & 2-—=y, =—
3 3 3
Entonces queda finalmente la ecuacion para la posicién vertical como:
5 ¢ 1 )
=—1+—t+—=—-1t5+1")-1
d 3' 7373 (517)
7.- B El punto mas alto de una trayectoria parabodlica se consigue en el instante en que
se anula la componente vertical de la velocidad, que sufre en ese eje un movimiento
acelerado de ecuacion:

v,.Sen

g
Con este tiempo sustituimos en la ecuacion de posicion vertical Y:

2

v.sena 1 [vo.sen aJ v,2.sen? a
_— .g_ =

g 2 g 2.g
Llevamos esta altura a la ecuacion de la energia potencial y se logra:

v2sen’a 1

E,=mg.y =m.g.—=—.m.v02.sen2 a=
2.g 2

(6257 J .sen 60°
2

Otro método para resolver esta cuestion es con el principio de conservacion de la
energia mecanica que podemos aplicar ya que no hay rozamiento. En el punto mas
alto de la trayectoria la velocidad s6lo tiene componente X y vale v,.cos a,
entonces:

vy=v,.sena=gt=0 < t=

1
y:vU.Sena.t—E.g.tz =V, Sen .

_3,66.10° J =366.10° J. - K8™

25 Kg. =3,74.10° Kgm

E -E, o Smv=E +1.m.(v cosa) < E _L o —l.m.(v .cos a )’
o f 2 o P 2 o p 2 o 2 o

1 1
E, =E.m.vf [1— cos’ a]zz.m.vf sen’ a

Como se ve esta expresion es idéntica a la anterior.
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8.- B Derivando el vector de posicion obtenemos la velocidad:
17=%: a(t-1)+?f+arj+8k o ¥,=[23(3-1)+3°}+43,+8%

Wy =2Li+12.j+8k < |¥|=421" +12° +8° =255/

9.- A Calcularemos la aceleracion tangencial y la aceleracion normal. EI médulo de la
aceleracion tangencial es

d’s

a, =——=4mls?
T dr?
Por otro lado la aceleracion normal es
V2
a, =—
R

siendo R el radio de curvatura y v la velocidad del cuerpo, que.podemos calcular
sabiendo que

v=§:4t—2mls
dt

sustituyendo en la expresion de la aceleracion normal, obtenemos

2
v

a =—=3mls?
R

el modulo de la aceleracién es

_ [ 2, 2
a=+a, +a,

que si realizamos operaciones se obtiene un valor de Q
5 m/s’.

10.- B Los dos objetos, proyectil y diana caen en vertical a la \5

vez y con igual aceleracion.

11.- C De la figura se deduce que

. Rcos30°:R§
4 1 \'Z I
¥ = Rsen30°= RE R |
sustituyendo en la ecuacion de la trayectoria obtenemos: / 30°
2 » 2 ) X
Rﬁ +(R1) =4 Rﬁ —(REJ SR 4RI RoV2
2 2 2 2 2

12.- A La aceleracién centripeta o normal, la podemos
calcular de dos formas. O bien dividiendo el modulo
de la velocidad al cuadrado entre el radio de
curvatura, o multiplicando la aceleracion por el seno

del &ngulo que forma con la velocidad:
2

.
ay=—=asena
R

Por otro lado de la definicion del producto
vectorial, podemos obtener el valor de ese seno:
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|Ez><\7| -
ay=a.seNa=a.——  yaquel|dxV|=av.sena
ay

Si combinamos ambas expresiones podemos despejar el Radio de curvatura:

3
14

R=

|G x V|
De las sucesivas derivadas de las posiciones obtenemos las componentes de la
velocidad y de la aceleracion:

dx d ) m dy d
=—=—(31i)=3— —t* +44)=(-21+4)—
Y dt( ) s T t( )= )
dv d m dV
a =—=—0Q)=0— ; a,6 = =—(-2t+4)=—-
T dt a’t( ) s? Y dr ( ) s2
Si sustituimos en estas expresiones el tiempo deI enunciado se obtiene:
v, =32 ;v =(22+4)=02; 4, =02 ; a4, =22
S S S S

Sustituyendo en la expresion de R:
(w/32 +(0)? ) 3? 3° 9
. . =—=45m
i j K [-6-04 Jo?+0’+(6)°. 6
0 -2 0
3 0 O

13.- A Si tenemos en cuenta que la velocidad es la variacion del vector de posicion con
respecto al tiempo y la aceleracién es la variacion de la velocidad con respecto al
tiempo, podemos hallar la aceleracion de la particula:

— ( 27 -:) — ( e = !
§:£:d2t1+3t] =4t +3] mls d=ﬂ=d4n+3] =4 mls?
dt dt dt dt

la fuerza a la que estd sometida la particula es
F =ma=10kg4i mls* =40i N
el momento de la fuerza, M, respecto al origen es
M=FxF
al igual que se hizo en el problema anterior, calcularemos el vector que resulta
de multiplicar vectorialmente el vector de posicion con el vector fuerza:

—

i J ok
M=FxF=|2t> 3t 0/=-120tk N.m
40 0 0

14.- D El enunciado tendria que decir rapidez media y no velocidad media, ya que en un
trayecto donde la posicion inicial coincide con la final (el vector posicion en el
instante inicial es el mismo que en el instante final), la velocidad media es cero,
puesto que la velocidad media se define como el cociente del incremento del vector
posicion entre el tiempo, y por lo tanto seria cero. Si admitimos que lo que se pide
es la rapidez media, la opcion correcta es D. Vedmoslo. Si la distancia entre las
ciudades Ay B es s (km), la distancia recorrida es 2s (km). El tiempo empleado en
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el trayecto de ida es s/60 horas. En el trayecto de vuelta el tiempo empleado es s/90
horas. Como la rapidez media es la distancia recorrida entre el tiempo empleado
2s km ~ 2.60.90 km

v, = = =72 kmlh
s K 150 £
— 4+ h -
60 90
: : . <
15.- A Las ecuaciones gue rigen el movimiento del barco (en B 7
millas y horas) son: <= P 8
Eje X : x=1t Y _ W
Eje Y : y=-05.1
Cuando el barco se desplace 2 millas en el eje X el
tiempo sera: — =9
2=1.1=  (=2h = x=2
16.- C. Las ecuaciones de la velocidad para las pelotas son:
vy =-g.t VB=V,— gt V. =0
En el encuentro la velocidad de A es Ya=H o N
negativa, si el enunciado dice que es el doble que la H B
de B se refiere a su modulo: HA
/VA /ZZ.VB . .
gt=2.(vo—gt)=2v,— 2.gt I
Vo =3/2gt V5. =0 J—/ Vo=V,
Las ecuaciones para las posiciones son:
Y=H-"% gr Yp=vot— Yoo =3/2.g6 — gt =gt

Si las igualamos en el punto de contacto se obtiene H:
H-"% gt =gt = H=3/2.g.
El cociente entre la posicion de A en el encuentro y la altura inicial es:

&Z H—}é.g.tz / %.g.t2 —}é.g.t2 _ %.g.t2 2

3/ 542 3/ 542
H H A.g.t A.g.t 3
17.- B . La ecuacion para la altura del proyectil es:
y=15—-%..98+* y,=15m
% - v, =245 m/s
cuando llegaal suelo y=0 r

_ . 2
0-15-14.981 9=-9,8 m/s’

t = 92;;2’" =0,55s OL
|98

18.- D En el momento del impacto se verifica:
x=v,.Il.C0S x

En el punto mas alto de la bala la velocidad vertical es cero y el tiempo es la mitad
del que hay en el impacto:
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t t
v,=0=v,.sena - g[EJ & v,.sena = g(Ej
Si dividimos la expresion primera y esta ultima tendremos el &ngulo buscado:

i 9,8.'% , (10,25 5)?

= < a=179,01°
2.x 2.100 m

tag a =

19.- B. Es cierto que siempre la aceleracion tangencial, como su nombre indica es
tangente a la trayectoria. Igual ocurre con la velocidad, ya que se define a través de
la derivada del vector de posicion, por lo que si dr es tangente a la trayectoria, la
velocidad también lo sera. Entonces siempre tienen la misma direccion v y @, . Si
coinciden en sentido el movimiento es acelerado y si no es asi seréa retardado.

La A es incorrecta en el sentido de que se debe afirmar que la aceleracion es la
suma vectorial de las componentes intrinsecas (tangencial y normal o centripeta).

La C: la aceleracion normal o centripeta tiene sentido hacia dentro de la curva.
Si es cierto que hace cambiar la direccion de la velocidad y es perpendicular a ella.

La D: debe ser d%ﬂ = %3

Cuando el intervalo de tiempo se hace
infinitamente pequefio, se verifica que:

- Elarco 4s y la cuerda Ar tienden
a ser iguales y se transforman en
elementos infinitesimales:
ds =dl.

- El centro de curvatura es Unico
asf como los radios de curvatura: O
R,=R/=R.

- Por trigonometria dngulo(rad) = " CO(’% dio(m)" lo que aplicado

a los triangulos semejantes de la derecha de la figura, y teniendo en

cuenta que el modulo del vector unitario t vale uno, hace que:

dr _ds
R

Despejando se obtiene:

dc 1

angulo =

ds R

20.- C. El movimiento circular y uniforme tiene de ecuacién general para el vector de
posicion:
7 =(X, +R.cos(wt+e,)i+ (Y. +Rsen(wt+¢,).j

donde el centro estaria situado en (X¢, Yc) , el radio seria R, la velocidad angular
seria w y por ultimo la fase inicial seria g,.
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Entonces en este caso el centro estd en (1,0), el radio es 1, la velocidad angular
es de n rad/s y la fase inicial es de 0°. Por ultimo la frecuencia seria:

zrad
u=ﬁ=—4=o,5Hz.
27 2mrad

21.- D De la definicion de velocidad media se deduce:
" :ﬂ < AF=v, At
At

La A es valida para un movimiento uniformemente acelerado en el eje X,
independientemente de lo que suceda simultaneamente en los otros ejes. -El
movimiento podria ser curvo si existen velocidades distintas de cero en los otros
ejes, como ocurre en los tiros parabolicos.

La B es absurda puesto que un movimiento uniforme tiene aceleracion
tangencial cero y hay movimiento.

La C es solo valida para movimientos uniformes o uniformemente acelerados. El
primer caso es evidente ya que si no cambia la velocidad instantanea, tampoco lo
hace la media. El caso de un movimiento acelerado se explica mediante la grafica
de la velocidad frente al
tiempo.

De la ecuacion escrita al
principio para la velocidad
media sabemos que su valor
multiplicado por el
intervalo de tiempo da el
vector desplazamiento. En
el grafico de la derecha esto se corresponde con el area del paralelogramo de base
Aty altura v, que es la media aritmética de las velocidades inicial y final. Este area
es la misma que la que posee el trapecio de la gréfica de la izquierda, cuya
superficie da el desplazamiento en un eje por la definicion de la integral:

<l

Ae = [jv.dt

t

o

Las dos areas siempre seran iguales siempre que la funcion representada sea una
linea recta harizontal (movimiento uniforme) o una recta inclinada (movimiento
uniformemente acelerado).

22.--D..Como se ha dicho en la pregunta anterior, en cualquier tipo de movimiento si se
representa la velocidad frente al tiempo, se puede obtener el desplazamiento
calculando la integral
7
Ae = Iv.dt

t

que se corresponde con el area comprendida entre la funcion y el eje de tiempos.
La celeridad instantanea cuya definicién es
de
V=—
dt
se obtiene graficamente de la representacion de e frente a ¢. Se corresponde con
la pendiente de la recta tangente a la funcion en un punto.
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23.- A . Si en el momento en que sale la bala del cafion, el avion se encuentra en la
vertical, entonces la coordenada x de la bala y el avidon es la misma. Al ser los
movimientos horizontales de ambos objetos uniformes, sus coordenadas x seran en
todo momento las mismas, si sus velocidades también lo son:

1h

Km m
.. =965——.1000—. =268,55m/
Yanioy h Km 36005 e
La velocidad en el eje X de la bala es también la misma, luego:
268,55

=60,77°

v
Vy =V,.C0Sa <> @ =arccos—- =arccos
A%

o

Para buscar el tiempo que tarda la bala en subir hasta 6096 m sustituimos en la
ecuacion de la posicién Y de la bala esta altura:
6096 =549 .sen 60,77°.1-1/2.981.t° < t=15s

24.- A. Por trigonometria tan &= x/h , si derivamos esta X
expresion respecto al tiempo:
le.ﬁ & (1+tan2 9).d—6=£.v & (1-|-tan2 (9).(023.\)
dt h dt d h h
De la ecuacion fundamental de la trigonometria: h o
sen’ @ +cos’ §=1 < dividiendo por c0s® 8 queda tan® 0 +1=—~ P
COS
Si se sustituye en la anterior y se despeja: @)
_v.cos’ 0
h
Si ahora derivamos nuevamente esta expresion obtenemos la aceleracién
angular:
2
a :d—w—K.M:K.Z.COS 6.(—sen 6?).ﬁ
dt h dt h dt
Teniendo en cuenta que:
2
2.c0s6.sen @ =sen 260 ; ﬁ:a):M
dt h

Queda finalmente que:
v% . sen 26 .cos® 6

h2

oa=-

25.- B. Derivando respecto al tiempo las expresiones de la posicion se obtiene la
velocidad:
VX: 1 Y VY: 8.r-1
Si se sustituye t=0 queda
Vy=1m/s , Vy=-1m/s.

Vo T+ (2 =2 mis

26.- B . En el eje Y hay un movimiento uniformemente acelerado:
(ay=dv,/dt=38)
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ya que la velocidad depende linealmente del tiempo (vy=8t), entonces la
posicion viene dada por la ecuacion:
y=yo+v0y.t+1/2.ay.t2=2+4t2.
En el eje X conocemos la aceleracion que no es constante, luego para calcular la
velocidad debemos integrar:
_dvy
dt

Sustituyendo los datos v,,=0 queda v,=2.*. Para hallar la posicién x integramos:

X t 3 ! 3 3
Idx=f2.t2-dt:>x—xo=[2.£) x:x0+2'—t:2'—t
M 5 3 . 3 3

Con esto hemos llegado a las ecuaciones paramétricas de la trayectoria:
X=23.7 Y=2+47.
Si despejamos los tiempos en cada una de ellas y los igualamos queda:
% }/2 2 3 2 43
(3—’“] = (y_—Zj & (3—’“] = [y_—Zj o Tt a(p-2) 144
2 4 2 4 2
27.- A. La aceleracidn se obtiene derivando dos veces la posicidn respecto del tiempo:

v :% = 6.cos(3t - %) a =%= _18.sen(3t \ %)

se sustituye t=2.7/3 y se obtiene:

a=-18.5en(3.277/ ~ 7/ )= ~18.sen(2r - 74 )= —18.sen(37/ ) =18/,

28.- C. El segundo sistema es inercial o no-acelerado y el primero es no inercial o
acelerado (se anula la D). En todos los sistemas inerciales se cumple el Principio de
relatividad de Galileo, segun el cual las leyes de la Fisica son las mismas para todos
los observadores que se mueven con velocidad constante. Esto solo lo verifica el
segundo sistema (se anula la B).

v t
t
ay :>Ide=J.aX-dt .[de:I4t.dt :>v—v0:2t20 =v=v, +2t°
Vo 0

29.- C. La ecuacién de la coordenada x la podemos obtener integrando la velocidad en
ese eje:
3

v:% = dezJ:v.dt & x—ozjz‘(z2 +l—1)dt:{%+%—t}

X,
N 23 22 2t 8
x=l—t— ||+ 2= —+— = |——
3 2 3 2 3 2 3

30.-A. La ecuacidn de la altura de un objeto con trayectoria parabolica al estar sometido
exclusivamente a la fuerza del peso, es la ecuacion de un movimiento
uniformemente acelerado:

Y=y, +Vv,.5€N a.t—%.g.tz

Si en un momento dado y=y,, entonces sustituyendo arriba y despejando salen
dos soluciones de esa ecuacion de segundo grado:

0 =t.(v0.sen a. — %.g.t)
La primera solucion es t=0 ya que en el instante inicial tenia esa altura.

2
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La segunda solucidn es la que pide el problema que es cuando vuelve a tener la
misma altura inicial y es:
o 2.v,.5en o

g

31.- C. La aceleracion tangencial sera la angular (en rad/s?) por el radio:
rad m
ar =aR=2m7Z—2=27Z'—2
S S

La aceleracion normal sera el médulo de la velocidad lineal al cuadrado dividida
por el radio. Al ser variable este mddulo también lo es la aceleracion normal.

32.- A

33.- A. La aceleracion tangencial se obtiene de derivar el modulo de la velocidad:

0y =M (7)) T 20 sit-2 & a —axTT

dt dt
Como la trayectoria corresponde a la ecuacion de una recta:
y= X, 7
2 2

de ordenada en el origen 7/2 y pendiente %2 entonces no existe aceleracion
normal o centripeta que s6lo aparece en movimientos curvilineos.

10



